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Im Anschlufl an frithere Untersuchungen iiber mit Ladungstrennung verbundene Stromungen
grofler Amplitude im kompressiblen Plasma wird ein einfacher, auf dem Zusammenwirken von
Plasmastromungen beruhender Mechanismus fiir die Entstehung der ,gestorten® Radiostrahlung
ohne Zuhilfenahme statischer Magnetfelder angegeben, der die beobachteten Intensititen ohne
Schwierigkeiten zu erkliren gestattet und das gelegentlich festgestellte Auftreten von Harmonischen
der Plasmafrequenz verstehen 1afit. Im Gegensatz zu bekannten Plasmawellentypen konnen die aus
dem behandelten Mechanismus resultierenden Wellen sich mit der Plasmafrequenz bei endlichem

Brechungsindex ausbreiten.

In einer im folgenden mit A bezeichneten Arbeit?!
war gezeigt worden, daf} sich im Plasma zwei For-
men adiabatisch reversibler, longitudinaler, schall-
wellenartiger Dichte- und Raumladungsschwankun-
gen ausbilden konnen. Diese abkiirzend als Ionen-
und Elektronenschall bezeichneten Plasmawellen
breiten sich mit einer oberhalb der Ionenschallge-
schwindigkeit bzw. der Elektronenschallgeschwindig-
keit liegenden Fortpflanzungsgeschwindigkeit aus.
Hierbei sind den Elektronenplasmawellen Frequen-
zen oberhalb der Plasmafrequenz zugeordnet, wih-
rend lonenschallwellen ins Gewicht fallender La-
dungstrennung durch die Umgebung der um einen
Faktor }me/m; (m = Teilchenmasse) unter der
Elektronenplasmafrequenz liegenden Ionenplasma-
frequenz gekennzeichnet sind. Zeichnen die radio-
astronomischen Beobachtungen einmal schon deutlich
die Elektronenplasmafrequenz aus, so ergaben vor
allem die Abschitzungen iiber die GroBenordnung
von Potentialdifferenzen und elektrischer Feldstirke
in A, daB als Ursache der Entstehung der iiberther-
mischen kosmischen Radiostrahlung im wesentlichen
nur makroskopisch hydrodynamische Elektronen-
bewegungen verantwortlich gemacht werden konnen.
Fiir die Zwecke der vorliegenden Arbeit sei daher
nur eine Elektronendichteschwankung zugelassen und
damit die Betrachtung auf das Gebiet des ,,Elektro-
nenschalls“ beschrinkt.

Dichteschwankungen und Ladungstrennung miis-
sen wir unbedingt zur Erklirung der kosmischen
Radioemission heranziehen, zunichst einmal aus dem
einfachen Analogiegrund, daB bei terrestrischen
Radiosendern stets Raumladungseffekte im Spiel

* Vorgetragen auf der Tagung der Nordwestdeutschen
Physikalischen Gesellschaft in Aachen am 23. 4. 1955.
1 R. W. Larenz, Z. Naturforschg. 10a, 766 [1955].

sind wie entsprechend auch beim Empfang und bei
der Registrierung elektromagnetischer Strahlung,
zweitens aber, weil es viel leichter zu verstehen ist,
daB longitudinale Ladungstriagerbewegungen bei der
Entstehung der Strahlung primdr beteilig sind, da
die Strahlung ihre Energie aus Gasstromungen be-
ziehen muB, fir die letztlich longitudinal wirkende
Ursachen (StoBwellen) sehr viel plausibler sind als
reine, in sich geschlossene, raumladungsfreie Wirbel-
bewegungen mit schwer zu iibersehendem Antriebs-
agens. Hinzu kommt, daf} raumladungsfreie elektro-
magnetische Plasmawellen sich mit der Plasmafre-
quenz bekanntlich nicht ausbreiten konnen, da der
Brechungsindex bei dieser Frequenz verschwindet.
Plasmawellen, bei denen neben einem Transversal-
anteil ein longitudinaler auftritt, erhédlt man zwar
schon, wie aus der Ionospharentheorie bekannt, wenn
sich elektromagnetische Wellen in einem statischen
Magnetfeld ausbreiten, dessen Feldrichtung nicht
mit der Wellenfortpflanzungsgeschwindigkeit zusam-
menfallt. Aber auch in diesem Fall, wo der Longi-
tudinalanteil im allgemeinen nur die Rolle eines
durch das Magnetfeld bedingten sekundiren Effekts
spielt2, ergibt sich bei der Plasmafrequenz ein Ver-
schwinden oder sogar Imagindrwerden des Bre-
chungsindex (solange, wie im Normalfall, die Lar-
morfrequenz nicht groBer als die Plasmafrequenz
ist). Dagegen gibt es einen sehr einfachen Stro-
mungsmechanismus, der, wie wir in dieser Arbeit
zeigen wollen, ohne Zuhilfenahme statischer Magnet-
felder zu gekoppelten elektromagnetischen Trans-
versal- und Longitudinalwellen fiihrt, bei denen die
Longitudinalbewegung den Priméreffekt darstellt

2 Zwischen Longitudinal- und Transversalanteil besteht
eine Phasenverschiebung von z/2; das Magnetfeld wirkt
also reaktiv.
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und denen ein Brechungsindex zugeordnet ist, der
fir die in Frage kommenden Frequenzen Ausbrei-
tung zulaBt.

§ 1. Der Mechanismus

Reine longitudinale Dichte- und Raumladungs-
wellen in einem im Mittel ruhenden oder in Wellen-
richtung stromenden Plasma sind bekanntlich nicht
von einem Magnetfeld begleitet, da sich Leitungs-
und Verschiebungsstrom kompensieren. Sie kénnen
daher auch nicht zu elektromagnetischer Ausstrah-
lung fithren. Dies édndert sich jedoch, wenn eine
Raumladungswelle, die sich z. B. in der z-Richtung
(s. Abb. 1) ausbreiten moge, iiberlagert wird durch
eine allgemeine Plasmastromung, deren Geschwin-
digkeit op mit der Ausbreitungsrichtung der Raum-
ladungswelle einen endlichen Winkel # einschlieft.

Abb. 1. Zur Veranschaulichung des Mechanismus.

Diese als ,,Driftbewegung® bezeichnete Plasmastro-
mung braucht nicht von Dichteschwankungen beglei-
tet zu sein und sie soll das Plasma als Ganzes, also
Ionen und Elektronen in gleicher Weise erfassen.
Die aufeinanderfolgenden positiven und negativen
Raumladungen der Dichtewelle stellen fiir einen
ortsfesten Beobachter einen Wechselstrom dar, der
infolge der iiberlagerten Driftstrémung nun eine
zur Wellenfortpflanzungsrichtung transversale Kom-
ponente j, proportional |op|sin® besitzt. Diese
Transversalkomponente des Plasmastroms ist natiir-
lich mit einem ebenfalls transversalen Magnetfeld H,,
verbunden, dessen Feldrichtung senkrecht zu der von
Driftgeschwindigkeitsvektor und Wellengeschwindig-
keitsvektor aufgespannten 2—z-Ebene liegt. Da es
sich um ein zeitlich sich &nderndes magnetisches Feld
handelt, wird ein elektrisches Wechselfeld £, parallel
zur Richtung des urspriinglich als Konvektionsstrom
zustandegekommenen Transversalstromes induziert.
Das induzierte Feld wirkt auf die Transversalstro-
mung zuriick und es ergibt sich so eine gekoppelte
elektromagnetische Longitudinal- und Transversal-
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welle. Eine weitere Kopplung zwischen den beiden
Bewegungsrichtungen ergibt sich noch durch die
Lorentz-Kraft. Da das magnetische Feld und die
quellenfreie Komponente des elektrischen Feldes
senkrecht zur Richtung der Dichtewellenfortpflan-
zung liegen, hat der aus beiden Feldvektoren gebil-
dete Poyntingsche Vektor des Strahlungsstromes
eine Richtung parallel zur Dichtewellenausbreitung.
Von dieser Vorstellung ausgehend hat man also eine
Ausstrahlung analog derjenigen einer Langdraht-
antenne, fiir die (bei gegeniiber der Wellenliinge hin-
reichend groBler geometrischer Linge) Strahlungs
ausbreitung und Laufrichtung der Raumladungs-
wellen zusammenfallen.

In den folgenden Paragraphen werden wir diese
Vorstellung quantitativ behandeln, wobei wir bei
dem einfachen Bild ebener, seitlich nicht begrenzter
Dichtewellen bleiben, um die mathematischen Schwie-
rigkeiten nicht grofler als notig werden zu lassen.
Allgemein wird man immer ein elektromagnetisches
Strahlungsfeld in ionisierten Gasen erhalten, wenn
Raumladungsschwankungen mit beliebigen Stromun-
gen zusammenwirken; mit anderen Worten: bei
Vorliegen kompressibler Turbulenz.

§ 2. Differentialgleichungen

Wir legen die gleichen Voraussetzungen zugrunde
wie bei der Elektronenschallbehandlung in der Ar-
beit A, also ein Plasma mit einem der adiabatischen
Zustandsgleichung gehorchenden Elektronengas von
der Ruhetemperatur T, und der mittleren Dichte NV,
die gleich der unverdnderlichen Ionendichte ist. Die
Grundgleichungen, die wir benotigen, Eulersche Be-
wegungsgleichung, Kontinuititsgleichung und Max-
wellsche Gleichungen, lauten daher zunichst:

Nm{%%-}- (o grad) b}: —eN{@‘+H)5§]}—gradP

mit P=N0kT0(N/N0)6/’!
3N L divNo=0, (2)
ot
€ H=rot A, (3)
mc
e g _13A _
;nEG_ == grad 9, (4)

cugl_éif?; _dae; o (No_Nyop)  (5)
ot m N,
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2_ 4me* N,
m

mit w,

op = Driftgeschwindigkeit des Plasmas,
divE=4me(Ny—N). (6)

und

Wir beriicksichtigen also entgegen der in der
Plasmawellentheorie sonst iiblichen Gepflogenheit
die Lorentz-Kraft als Riickwirkung des Eigenmagnet-
feldes der Plasmastrome. Ferner beriicksichtigen wir
den Einflul des Elektronendrucks P, der, wie sich in
A gezeigt hat, fiir die Begrenzung der Ladungstren-
nung mallgeblich ist. Nach der in § 1 entworfenen
Vorstellung werden wir Loésungen der hydrodynami-
schen Plasmagleichungen aufsuchen, bei denen die
Zustands- und Feldgroflen nur von einer Raum-
koordinate = und der Zeit ¢ abhingen. Um auf ge-
wohnliche Differentialgleichungen zu kommen, wer-
den wir entsprechend dem Verfahren, das sich in A
bewidhrt hat, quasistationdre Stromungen unter-
suchen, fiir die alle Grofen nur Funktionen vom
Argument x* =z — v ¢ sind, so daf} ein mit der Ge-
schwindigkeit vy in z-Richtung mit der Stromung
mitbewegter Beobachter ein zeitlich nicht verdnder-
liches Stromungsbild wahrnimmt3. Bei Transfor-
mation obiger Gleichungen auf das Koordinaten-
system des mitbewegten Beobachters, Komponenten-
zerlegung der Vektorgleichungen und Ersetzung von
© und » durch A und D gehen diese Gleichungen
in die folgenden iiber, wenn wir Ableitungen nach
x* durch einen Strich kennzeichnen und die Orien-
tierung des Koordinatensystems wie in § 1 beibehal-
ten, so daBl die fir den Vorgang wichtige Drift-
geschwindigkeitskomponente |op |sin®=v in die
z-Richtung fallt.
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vva,—C¢,+ (;+vz) AZ,+5VkTO(l)%' =0, (7)
2m \ N,

vev, —v, 4/ =0, (8)
(Nv,) =0 oder gleich integriert v,/vy=Ny/N, (9)

Az”(

) fge?{l(uvz) —v}, (10)

2 2
c ¢z |\ N,

@ = (NJNy—1). (11)

Dieses Differentialgleichungssystem, in dem die Ge-
schwindigkeiten jetzt auf das mitbewegte Koordina-
tensystem bezogen sind, kann, wie wir im Rest
dieses Paragraphen zeigen wollen, auf eine einzige
fir das Problem charakteristische Differentialglei-
chung zuriickgefiihrt werden.
Gl. (8) laBt sich sofort integrieren zu

(12)

wobei eine Integrationskonstante dadurch beriick-
sichtigt ist, dal wir die Elektronengeschwindigkeits-
komponente in z-Richtung von vornherein in den
konstanten Driftanteil v und den Wellenanteil v,
zerlegt haben. N, 4, und nach Differentiation von
(7) auch @ lassen sich leicht aus den Gleichungen
eliminieren. Wir fithren nun die dimensionslosen
Variablen

v fvo=w, vfv=u, E=2az*[l=2*w/v,
ein und bezeichnen durch einen Strich in Zukunft
Ableitungen nach &. Fithren wir noch mit n=c/v,
den Brechungsindex, mit

ae=V5kTy/3m

die Elektronenschallgeschwindigkeit ein und schlief3-
lich noch die Abkiirzungen

wJo=a, vlc=¢ und? ayfc=17,

A,=v,,

so bleiben die gekoppelten Differentialgleichungen 2. Ordnung:

1 2 2 2~y | 22 v _ 1
ﬁ{w-}-.‘?’nnw +en(1+u)}—w 1
(n2=1)u"[e2= (1+4u)/w—-1

(= @7, (13)

(~ 4,"). (14)

Auf Grund der Identitit 23" = d(y2)/dy 1dBt sich (14) auch schreiben

w=d(1+u)2/d{(n2—1) u2/a2+2(1+u)}

(14 a)

und (13) 1aBt sich unter Beriicksichtigung von (14) bzw. (14 a) einmal integrieren zu

f;% (w2 +3 2 n2w " 4 2 n2(1 +u)2)2

e (0]

(15)

= const — (w_1)2+37]2n2{§ w—B/a_w—’/a} +£2n2{%—1u,2+2(1 +u) _ (1+u)2} .

3 Die Geschwindigkeit v, sei dabei auf das mit der Drift-
geschwindigkeitskomponente |0p | cos ¢ einheitlich in z-Rich-

tung stromende Medium bezogen; sie soll also diese fiir das
Weitere unwichtige Komponente nicht enthalten.
4 72 n® =Ke in Arbeit A.
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Hierin kann man w nach (14) einsetzen und erhélt dann eine Differentialgleichung dritter Ordnung fiir
u(§), die sich jedoch mit (14a) in eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir u’(z) oder in den

Variablen der rechten Seite von (14-a) iiberfithren lafit. Schreiben wir

C: (l+u)2’

n?—1 ’2

([:

2+2(1+u),

so lautet (14a) w=d{/d¢, und (15) geht damit in" die fiir das Problem charakteristische Differential-

gleichung tber

8 5 EN—%s ol¥ & =
{23;2 1—7)'n2<:—¢) }Jre?n-} n2'_1(¢—2l/5)

const

(16)

2 5 o :‘)_1 d_: *5/3_ d:"/:l 9 9 =
_1) +3’I] n{s(d'p) (E{;) f+8 n ((P'_‘:)y

nach deren Losung nur noch eine Quadratur durchzufithren ist, um u(§) zu erhalten?®.

§ 3. Diskussion der Differentialgleichungen und
spezieller Losungen

Die beiden nun folgenden Paragraphen beschif-
tigen sich mit der Losung der vorstehenden kom-
plizierten Differentialgleichung (16), enthalten also
vorwiegend mathematische Uberlegungen. Thr Ziel
ist es, das elektrodynamische Feld des zugrunde-
liegenden Stromungsvorganges und damit den
Strahlungsstrom sowie die Dispersionsformel auf-
zufinden. Eine exakte Integration der Gl. (16) ist
allgemein nicht durchfithrbar. Aus einer qualitati-
ven Diskussion iber das Verhalten der Lésungs-
kurven und die Losungen einiger Spezialfille ergibt
sich ein zweckméBiger Ansatz zur ndherungsweisen
Losung der Gleichung, der sie auf eine schon in
Arbeit A behandelte und geloste Gleichung zuriick-
zufiihren erlaubt.

Die linke Seite von (16) ist, wie ihre Herleitung
zeigt, proportional dem Quadrat von @’. Es sind
also nur solche Losungen physikalisch sinnvoll, fiir
die diese linke Seite > 0 ist. Ferner muf} w = d{/dg
stets > 0 sein, da es umgekehrt proportional der
Dichte ist. Betrachten wir also den Verlauf der Lo-
sungskurven in einer {—¢-Ebene (Abb. 2), so ergibt
sich folgendes:

Die Extremwerte von u, fiir die u’ =0 gilt, liegen
auf Grund der Definition von { und ¢ auf der
Parabel {=¢2/4 oder ¢ =21/, die also von den
Lésungskurven geschnitten werden mufl. Da nun
auf dieser Parabel die linke Seite von (16) ver-
schwindet, so sind diese Schnittpunkte gleichzeitig
die Endpunkte physikalisch sinnvoller Losungen;

5 Eine #quivalente, aber nicht weniger komplizierte, fiir
das Problem charakteristische Differentialgleichung 2. Ord-
nung ldBt sich fiir die Variablen @ und @’ ableiten.

und zwar verlaufen fiir n2>>1 bzw. <<1 diese
Losungskurven unter bzw. tiber der Parabel. Durch
die Bedingung @"2=0 an den Endpunkten ist dann
auch die Konstante auf der rechten Seite von (16)
festgelegt. Da w=dZ/dp ~ 1/N wie schon festge-
stellt stets =>0 sein muB, verlaufen simtliche Lo-
sungen zwischen den Schnittpunkten mit der ge-
nannten Parabel monoton und es kommen nur
@ = 0 und u = — 1 zugeordnete Losungen in Frage.

1‘ S
e,

T /e

|

|

0 2

P —s

Abb. 2. Das Aussehen der Losungskurven von Diff.-Gl. (16).

Damit fiir eine bestimmte Losung eine eindeutige
Zuordnung zwischen v und w moglich ist, muf} auch
d{/d¢ eine monotone Funktion sein. Losungen, die
mit groferer Ladungstrennung bzw. Dichteschwan-
kung verbunden sind, bei denen also w=d{/d¢
starker variiert, zeigen einen starker gekrimmten
Verlauf. Fir n?>>1 sind nur Lésungen mit
d?{/d¢* > 1/2 méglich, w und u sind in Phase. Fir
n? <1 existieren Losungen mit 1/2 > d2{/d¢>S0,
es gibt gleich- und gegenphasige Bewegungen fiir
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w und u; der Grenzfall d*{/d¢?>=0, w =1 wird fiir
n?> =0 erreicht, was einer Welle mit verschwinden-
der Dichteschwankung entspricht.

Wir sind in erster Linie an Losungen interessiert,
die mit nennenswerten Dichte- und Raumladungs-
schwankungen verkniipft sind, die wir bei unserem
Mechanismus als primédre Ursache der Strahlungs-
entstehung bezeichnet haben. Der Betrag der wahren
longitudinalen Elektronengeschwindigkeitsamplitude
ist durch

c N,

vL:lem_vOIZ ;[wm"1|=; Nm_l

gegeben. Sollen die hydrodynamischen Geschwindig-
keiten in vertretbaren Grenzen bleiben, mindestens
aber kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ¢ sein,
dann muf}, wenn gleichzeitig stiarkere Dichteschwan-
kungen moglich . sein sollen, der Brechungsindex
n < 1 sein. Ist umgekehrt n wesentlich kleiner als 1,
so konnen wir vom physikalischen Gesichtspunkt aus
keine groflen Dichte- und damit w-Schwankungen
erwarten. Fiir diesen letzteren, uns hier weniger in-
teressierenden Bereich wiirde es daher geniigen, die
Differentialgl. (13) und die mit 1/w=1+0 fast
lineare Gl. (14) etwa mit einem zweigliedrigen
Fourier-Ansatz niaherungsweise zu losen.

Fiir grofBere Dichte-Amplituden miissen wir die
Ausgangsgleichungen in allgemeiner Form zu lésen
versuchen. Die auch bei Fortlassung der Druckglie-
der (#=0) komplizierte, nicht rationale Differen-
tialgl. (16) laBt keine exakte Losungsangabe in all-
gemeiner Form zu. Wir miissen daher zu Naherungs-
verfahren greifen. Das monotone Verhalten der Lo-
sungskurven von (16) und ihrer Steigung legt es
nahe, diese durch Parabelbogen mit d?(/d¢? = const
anzunihern (etwa im Sinne des Ritzschen Verfah-
rens). Bevor wir dazu iibergehen, wollen wir noch
kurz spezielle Losungen von (16) bzw. (13), (14)
und (15) diskutieren, die ebenfalls eine Naherung
der skizzierten Art fiir den allgemeinen Fall nahe-
legen.

I. Bei endlichem " und a ist bei n2 =1 Gl. (14) mit
1 + u=w exakt erfiillt. Gl. (13) bzw. (15) nehmen
dann bis auf konstante Faktoren die gleiche Form an,
wie die aus der Arbeit A bekannten ,Elektronen-
schall“-Gleichungen, deren Losung durch Quadratur
gewonnen werden und auch mit sehr guter Ndherung
durch einen einfachen analytischen Ausdruck ange-
geben werden kann (siehe auch § 4).

II. In den Losungsbereichen, fir die
w<|u|<|lw-1]|

905

gilt, kann (14) niherungsweise geschrieben werden

(N (D” s Az”),

hid ~

n2—1 i oo 1 1
o2 g

und in (13) kann €2 n2(1+u)2” durch

dent 2 2ERE(1 )
n?—1 \w

ersetzt werden. Gl. (13) nimmt dann bis auf kon-
stante Koeffizienten wiederum die aus A bekannte
Form mit der einfachen Integrationsmoglichkeit an.
Wenn man die Rechnung durchfiihrt, zeigt sich, daf
obige Bedingung fiir n?>1 zutrifft (praktisch
n* = 3, ,langsame* elektromagnetische Wellen mit
schwacher Riickwirkung); wir haben hier also eine
asymptotische Losung vor uns.

In beiden hier untersuchten Fillen fiir n2=1 und
n*> 1 ergibt sich die gleiche Lésungsform w ()
wie in A; diese Losungsform wird daher die exakte
Lésung auch fiir die iibrigen Wertebereiche von n?
gut anndhern. Wir erhalten diese Losungsform stets,
wenn wir (1 +u)2” =w?’/C mit C=const setzen.
Im folgenden Paragraphen werden wir sehen, daf3
ein solcher Ansatz gerade dem Vorschlag dquivalent
ist, die Lésungskurven von (16) durch Parabelbogen
anzunéhern.

In Arbeit A haben wir den fiir die Bestimmung der maxi-

mal moglichen Ladungstrennung wichtigen Grenzfall unter-
sucht, da} in Gl. (15) in Abhingigkeit von w fiir

w=wg={n>n?/(1+en>-d(1+u)?/d (w2)) }*

links und rechts eine doppelte Nullstelle auftritt, was zur
Ausbildung einer Dichtespitze mit unstetiger Ableitung
fiihrte. Dieser Fall kann hier niemals eintreten, wie man
an der speziellen Losung I fiir n2=1, 1+u=w sofort er-
kennt, denn an der Spitze miiiten wegen der unstetigen Ab-
leitung von u magnetisches Feld und die z-Komponente der
elektrischen Feldstirke unstetig werden, was unmoglich ist.
Konnte im allgemeinen Fall (n?2% 1, 14+u # w) w allein
eine Spitze haben, so miite dort du/dw=0, d2{/dg2=oc
sein, was zu Widerspriichen fiihrt, wenn man damit in die
Diff.-Gl. (16) eingeht. w kann sich dem Wert wg beliebig
nidhern, die Lorentz-Kraft sorgt aber dafiir, daB er nicht
angenommen wird.

§ 4. Allgemeine Naherungslosung

Mit dem durch die vorhergegangenen Untersuchun-
gen nahegelegten Naherungsansatz

{=A+Bop+C¢*4 (17)

wird nun die Integration der Differentialgl. (16)
durchgefiihrt. Die Losung w (&) kann dabei unmittel-
bar aus der Arbeit A iibernommen werden, so dal}
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die Rechnungen dieses Paragraphen in der Haupt-
sache die Bestimmung der Koeffizienten 4, B und C
unseres Ansatzes betreffen. Aus den Beziehungen
zwischen den Koeffizienten ergibt sich zwanglos die
Dispersionsformel (27). Aus der Losung u (&) wer-
den dann die Feldgroflen E, und H, berechnet und
damit der Ausdruck (30) fiir den Strahlungsstrom
S, gefunden.

R. W.LARENZ

Aus unserem Ansatz (17) folgt
w=dl/dp=B+C¢/2 (18)
und daher als Beziehung zwischen { = (1 + )2 und w
(14+u)2=4—B?/C+w?C. (19)
Bei Differentiation nach & resultiert der zweite in

§ 3 nahegelegte Ansatz, der also mit dem ersten
gleichwertig ist.

Mit diesem Ansatz hat man als Losung von (13), wie in Arbeit A gezeigt,

w

taio [ ,
] (L4 e8 n2/C) { (1w, — 1) —

wy

{u(] +£2 ng/C) —n®n?

(w—1)%—3 o n*{ 3w,

w—*} dw

wy, == 2wl =)

(20)

mit wy > w, = {o? n?/ (14 & n?/C) } <1.

Wir haben darin bereits die bei der ersten Integra-
tion von (13) auftretende Integrationskonstante
durch die untere Grenze w; des Integrationsintervalls
von w ausgedriickt. Diese untere Grenze, wie auch
die duBerste obere Grenze w, > 1 bestimmen sich
dadurch, daB der Nenner (~ @) im Integral (20)
verschwindet. Die untere Grenze w; kann den an-
gegebenen Wert wg, fiir den auch der Zahler Null
wird, nicht unterschreiten. Wie in Arbeit A aus-
gefiihrt, handelt es sich dabei um eine (praktisch
nur bei n—1/p>1, d. h. vy—a, wirksame)
Grenze, die der Druckeinflull der Ladungstrennung
setzt. (Siehe auch SchluB von § 3.) Das Integral
laBt sich, wie in A néher besprochen, mit sehr guter
Naherung durch einen analytischen Ausdruck dar-
stellen, wenn man Zihler und Nenner bis zu Glie-
dern zweiter Ordnung in w — 1 entwickelt, wodurch
keine wesentliche weitere Beschriankung (mathemati-
scher Natur) fiir die Amplituden von w eintritt.

Es ergibt sich

]
(e
:{1+f%'i—1]2n2(1+%O(wlalﬁ)}arcsm] :11[
—V(w;—1)— (w—1)2 (21)
-.{1+ {,é! +r§-n2n2——1§n2n2(w—l)}

mit w; > w, .

Fir vernachlassighbaren Druckeinflul (7 n— 0) ist
(21) die strenge Losung von (20).

Um nun « (&) angeben zu konnen, miissen noch
die Koeffizienten 4, B, C des Ansatzes (17) be-
stimmt werden. Gl. (21) entnimmt man, daf} im
Rahmen der hier durchgefiihrten Ndherung fir die
Grenzamplituden w, , w, die Beziehung

1—w;=w,—1 oder wy+w,=2

besteht. Andererseits gilt nach (18) fiir die Grenz-

werte w; o und @ ,=2(1+4u, ,) bei ' =0
wy+wy=2B+C(2+u;+uy)

und wy —wy = C(uy —uy) .

Schlieflich mul3 der Ansatz (17) nach dem im § 3

Gesagten an den Grenzen der Bedingung {=¢?/4

geniigen, woraus folgt, daf}
(1-C) (24 uy+u,)

sein muB, Alle diese Beziehungen sind nur mitein-
ander vertraglich, wenn gilt

=28

u = —upy=(w;—1)/C=(1-w,)/C,
luy | =|ug |=um=|(w;-1)/C| (22
und ; o ) (23)

1/C gibt also das Verhiltnis der Amplitude von u
zur w-Schwankung an, d. h. also das Verhaltnis der
normierten Transversal- und Longitudinalgeschwin-
digkeitsamplitude.

Mit (22) und (23) folgt aus (19)
un? =1+ Ao =|(w, - 1/CI. (24)

Eine weitere Beziehung zwischen den Koeffizienten

ergibt sich, wenn wir fordern, da die Diff.-Gl. (16)
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auBer an den Enden des Giiltigkeitsbereiches noch
in einem Zwischenpunkt streng erfiillt sei. Als eine
solche mittlere Stelle wihlen wir w =d{/dp =1, was
der mittleren Dichte N =N, entspricht, um die die
Schwankungen erfolgen.

Fir w=1 ist

[=24A4-C=1+ (w,—1)2 (1-C)/C

1—n? u’?

P 2 a2

und

(u<w:1)= (w= 1))

Wenn wir bei Berechnung der Konstanten in (16)
die mit gebrochenem Exponenten behafteten Druck-
glieder konsequenterweise wie bei der analytischen
Darstellung des Integrals (20) bis zu Gliedern zwei-
ter Ordnung in w—1 entwickeln, ergibt sich nach
einiger Rechnung:

1+ l/1+(’”‘_1)2(1~0

b SV e, (5

oo oo} )

Setzt man in (21) den zu §=0 gehorigen Wert
w=w,; oder w=w, zu &= ein, so entsteht die

Beziehung

V1+8 n—n n?
82 2

] gt
+C

(26)

U n?{l 4—1799(w1 - 1)2}.

Gln. (25) und (26) bestimmen die Konstante C als

Funktion von a, n und der Amplitude

]w1—1l=lCum|.
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Die beiden Beziehungen stellen gleichzeitig die am-
plitudenabhéngige Dispersionsformel dar. Man sieht,
daB C ~ n? fir €2n?/C—9?n®<1 ist. Fiir kleine
Amplituden fiihren (25) und (26) zu

{1+&n2/C—n?n%}-(C-1)/(n®-1) =1,
a®=1+¢&*n?/C—n>n?
und damit ergibt sich die Dispersionsformel

C=1+ (n>—1)/a>=¢e>n?/(a®—1+7%n?)
(27)

(25a)
(26 a)

mit a=we/w,
die man natiirlich auch finden wiirde, wenn man die
Ausgangsgleichungen fiir kleine Amplituden lineari-
siert, denn unsere fiir beliebige Amplituden aufge-
stellte Naherung muf} selbstverstiandlich in die hier-
fiir giiltige lineare Néaherung iibergehen.

Neben der Losung w (&) nach (21) ist nun

u(§) =u(w(é))
_l/l <w;—1)(1_c)+“3(5>—1 1. (28)

Die damit ermittelte allgemeine Naherungslosung
fiir u enthilt natiirlich auch die im § 3 besprochenen
speziellen Losungen, wie man dies unschwer am
Beispiel n? =1 erkennt. Gl. (25) verlangt hier C=1,
womit (28) 1+ u=w liefert.

Diese letztere Losung ist dadurch ausgezeichnet, daf
Dichte- und Transversalgeschwindigkeitsschwankungen so er-
folgen, dal der resultierende transversale Plasmastrom ge-

rade Null wird. Es handelt sich also um eine ,,Pseudo-
vakuumwelle® mit | Hy (%) |=|E:(§)].

Zur Berechnung der elektromagnetischen Strahlung interessieren uns die Feldgrofen

Da mit Gl. (20) w’ (&) bekannt ist, ergibt sich

und

l/1+— “2—’12 ul V1i<wié)‘_11) —

A m ’
medd: _m, o,

e Oz e

H, -

w1
w'(€) = 2ca+w Y

mit w(&)>> w, nach Gl. (21).

Darin kann auch das Druckglied w™"* noch ent-
wickelt werden, wie wir das bereits im Zahler getan
haben. Fiir %2 n2 <<1/10 sind die mit diesem Faktor
behafteten Glieder praktisch bedeutungslos, sofern
nicht zu grofle Elektronenverdichtungen d=1/w,
betrachtet werden, die in die Nahe der in (20) an-

= _,
{1+ ,S,Z,Cn_n n’w(E) Rl’}]//l-{-( 7) (l—C)"r‘KE*'}'

(29)

C

gegebenen unteren Schranke w, von w, fallen. Ab-
gesehen von dieser Begrenzung ist bei der Wahl der
Amplituden zu beachten, daB neben |w; — 1| auch
Uy =|(w; —1)/C| stets kleiner als 1 sein miissen,
(u>>—1 nach § 3) ; weiter muB} natiirlich die wahre
hydrodynamische Geschwindigkeitsamplitude der
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Elektronen vy, = (¢/n)|w; — 1| kleiner als die Licht-
geschwindigkeit ¢ sein. Der Bereich der zweiten
speziellen Losung von § 3 (n2>> 3) ist dadurch ge-
kennzeichnet, dal die Wurzel im Nenner von (29)
mit wachsendem n sich immer weniger von 1 unter-
scheidet.

Das Maximum von u’ liegt in der Umgebung von
w=1 (wenn sich w dem Wert w, nicht zu sehr
nahert). Setzen wir also zur Berechnung des Strah-
lungsstromes

_707 K t:_ ¢c & rrt
S.r— 4:[{@: %]‘c 4nE2Hy9

in (29) w=1 und beachten (26) bzw. (26 a) sowie
1+ [(w;—1)/C1%2 (1 -C) ~ 1, so ergibt sich hier-

fir etwa der Betrag

wy;—1)\? m w® scn 1\?
nl2 =) =Ny= =Sv*——(l-=
( c ) 09 we? C‘-’( d>

2 2

=N AL BT
Y9 "¢ e

S - mrPw? o,
=
87e?

3

(30)

wenn d die maximale Elektronenverdichtung bezeich-
net. Ein Beispiel fir Elektronendichteverteilung und
elektrisches bzw. magnetisches Feld in der Welle ist
in Abb. 3 wiedergegeben.

DA
L U

Abb. 3. Elektronendichte und elektromagnetische Feldgrofien
als Funktion des Ortes in der Welle.

Der Poyntingsche Vektor besitzt neben dem Strahlungs-
strom S; noch eine Komponente in z-Richtung, die propor-
tional zu @” H, ist. Diese Komponente hat jedoch im Fall
seitlich unbegrenzter ebener Wellen physikalisch keine Be-
deutung, da sie zwar zeitabhidngig, aber divergenzfrei ist
(38/8z=0); sie entspricht dem Feld des Poyntingschen
Vektors, das einer Anordnung aus ruhenden Ladungen und
Permanentmagneten zugeordnet ist. Elektromagnetische
Energie kann nur durch ein divergenzbehaftetes [€, §)]-Feld
iibertragen werden.

Die erforderliche Nachpriifung, welches Vertrauen man
in unsere mit den Gln. (20) bis (29) gewonnene Naherungs-
losung setzen kann, erfolgt zweckméBig an Hand der Gl.(14).
Schreiben wir

L, l4u

-
Bt STl ageF,
w

a?

(14Db)
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worin F bei exakter Gleichungserfiillung Null sein sollte, und
tragen darin unsere im wesentlichen auf der Integration von
(13) aufbauenden Naherungsausdriicke ein, so ergibt sich F
als Funktion von w in Form eines langlichen Ausdrucks, auf
dessen Anschreiben wir hier verzichten. Die GroBe von F
im Vergleich zu den auf der linken Seite stehenden Termen
ist dann ein Maf fiir den Grad der Genauigkeit unserer
Losung. Wir haben diese Priifung durchgefiihrt im Gebiet
grofter Abweichung von den speziellen Losungen fiir n2=1
und n® > 1, was in der Gegend von n®=2 zu erwarten ist.
Wir haben dabei eine der Amplitude |w,—1|=0,6 (Ver-
dichtung d=2,5 entsprechend Abb.3) hier zugeordnete hydro-
dynamische Geschwindigkeit von 0,6 ¢/ ]/'27 zugrundegelegt
und den DruckeinfluB vernachldssigt (%2 n2= (ae/v9)2 <1
fiir Elektronentemperaturen unter 108 °K). Es ergab sich
bei dieser extremen Geschwindigkeitsamplitude F dem Be-
trage nach im Mittel kleiner als 5°0 der Summe der Glieder
eines Vorzeichens der linken Seite von (14b) und ferner
war die Gleichung an zwei giinstig gelegenen Stellen exakt
erfiillt etwa derart, als ob die Koeffizienten 4, B, C des
Ansatzes (17) durch eine Fehlerquadratmethode bestimmt
worden wiren.

Der Ansatz (17) stellt wegen der Bedeutung von ¢ eine
Differentialgleichung erster Ordnung fiir (&) dar, die durch
elliptische Integrale gelost werden kann. Die daraus resul-
tierenden Funktionen erweisen sich aber gegeniiber unseren
mehr im Anschlu8 an Gl. (13) abgeleiteten Losungen jeden-
falls im hier hauptsédchlich interessierenden Gebiet nennens-
werter Ladungstrennung als schlechtere Naherung.

§ 5. Die Dispersionsformel

Nachdem nun mit der Losung der Differential-
gleichungen der vorwiegend mathematische Teil der
Arbeit abgeschlossen ist, soll jetzt die Untersuchung
der Ausbreitungsmoglichkeiten der bei unserem
Stromungsproblem auftretenden elektromagnetischen

Wellen folgen.

Gl. (27) 1aBt sich leicht nach n? oder a® auflosen
und man erhalt

nf= sl =2 ) (1=a?) 4o (31a)
LA—E+) (1—a®) + - 4F(1—a)?]
92 we? n2 5 5 s
@@= =1 T (L= 4of) +e

tgr]’ﬁ?(i+e2_;;2')2”_‘4s2(n2_1). (31b)
Die Eigenschaften der Dispersionsformel iibersieht
man an Hand der qualitativen Wiedergabe in Abb. 4,
wo n? iiber o®>=w2/w? entsprechend der in der
Ionosphirentheorie iiblichen Darstellungsweise auf-
getragen ist. Es féllt zundchst der schleifenartige
Charakter ins Auge, der in #hnlicher Form bisher
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0
o? = (Dez/wz R 1 1+€z

Abb. 4. Die Dispersionskurve. Die Schraffierung deutet die
Verlagerung bei endlicher Amplitude an. nT, nf,=Brechungs-
index reiner Transversal- bzw. Longitudinal-Wellen.

bei Plasmawellenuntersuchungen nicht in Erschei-
nung getreten ist. Diese Schleifenform ergibt sich
als Folge der Kopplung zwischen transversaler und
longitudinaler Wellenbewegung durch die Drift-
geschwindigkeit. Im Grenzfall verschwindender
Plasmadrift (¢ =v/c— 0) resultieren die bekann-
ten, voneinander unabhingigen Dispersionsformeln
fiir gewohnliche elektromagnetische Wellen

np?=1-w2/o

und reine ,Elektronenschallwellen®

> 1 wtﬁ)
n- = 1-—
. 7]2( w?

(siehe Arbeit A), die in der Abbildung mit einge-
zeichnet sind. Im Grenzfall verschwindenden Tem-
peratur- und Druckeinflusses

»=a2/2=5kTy/3 mc2—0

schwenkt der ,,Schallwellenast® in die fiir 7=0 ge-
zeichnete Lagef. Durch ndhere Untersuchung der
Gln. (25) und (26) findet man, daBl sich der
Kurvenzug bei endlicher Amplitude in Richtung des
schraffierten Gebietes verlagert; d.h. wachsende
Amplitude fiihrt zu Frequenzsteigerung oo zu Er-
hohung der Wellengeschwindigkeit bis auf das Ge-

biet anomaler Dispersion

dn/da>>0 bei a=w./o>1,

wo Geschwindigkeitsabnahme eintritt.
Die Driftgeschwindigkeit v und die Elektronen-
schallgeschwindigkeit a, werden im allgemeinen sehr

6 Siehe hierzu auch R. W. Larenz, Naturwiss. 40,
527 [1953].
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klein sein gegen die Lichtgeschwindigkeit, so dal}
e=wv/c sowie 7 =a./c und erst recht ¢2, 7® gegen-
iber 1 sehr kleine Zahlen sind. Dies fiihrt dazu,
dal} der obere Zweig der Dispersionsformel im Ge-
biet a ~ 1, w ~ w, auBerordentlich steil verlauft,
d. h. ein Wellenzug kann sich mit von der Plasma-
frequenz kaum abweichender Frequenz bei in weiten
Grenzen beliebiger Wellengeschwindigkeit fortpflan-
zen. Dieser Sachverhalt 1t auch die Interpretation
zu, dal} der Wert von ¢, d. h. die Driftgeschwindig-
keit bzw. deren transversale Komponente » unbe-
denklich ortlichen Schwankungen unterliegen kann,
wie es im allgemeinen in den realen Radiostrahlungs-
plasmen der Fall sein wird, ohne dafl dadurch die
Fortpflanzungsbedingungen fiir die Plasmafrequenz
wesentlichen Anderungen ausgesetzt wiren. Die Aus-
dehnung des steil verlaufenden Teiles bei a ~ 1
nimmt mit steigendem ¢/% zu; d.h. je groBer das
Verhiltnis von Drift- zu Elektronenschall-Geschwin-
digkeit ist, desto ungestorter kann sich die Plasma-
frequenz ausbreiten.

Bei der Diskussion der Differentialgleichungen in
§ 3 haben wir bereits ausgefuhrt, daf} fir stdrkere
Dichteschwankungen, die wir als primire Ursache
der Radiostrahlung ansehen, der Brechungsindex
n = 1 sein muB}. Dies trifft fiir den oberen (Schall-
wellen-) Ast der Dispersionsformel zu und wir wer-
den ihn dementsprechend als bei der Strahlungs-
erzeugung malgeblichen Zweig mit dem Namen
»Entstehungsast” belegen. Hingegen spielt der un-
tere Zweig, der nahe dem Verlauf von n? fir ge-
wohnliche Transversalwellen liegt, die Rolle des
»Ausbreitungsastes“. Diese Unterscheidung wird
deutlich, wenn wir das Amplitudenverhiltnis der
wahren Geschwindigkeitskomponenten v, und v, — v,
der Elektronen untersuchen, welches durch

o Vzm 711 umifr v §n

vy, Urln;v(;iéo(wl—l)i v, C G

gegeben ist. Driicken wir darin C in erster Ndherung
nach (27) mit Hilfe der Dispersionsformel (31) als
Funktion von n? aus, dann zeigt das Amplituden-

verhaltnis
o _ €O _ Ll et 1)
vy, en  2¢!

—n(l—e—2)

(32)

einen Verlauf, wie er qualitativ in Abb.5 wieder-
gegeben ist.

Firr den oberen Ast, fiir den n2>>1 sein kann,
erweist sich die Geschwindigkeitsamplitude der
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Longitudinalbewegung und damit die kinetische
Energie derselben, abgesehen von der unmittelbaren
Umgebung von n=0, als stets betrachtlich grofler
als Amplitude und Energie der transversalen Wellen-
bewegung, wihrend die Dinge auf dem unteren Ast
umgekehrt liegen. Ein solches Uberwiegen der longi-
tudinalen Stromungsenergie auf dem Entstehungsast
mufiten wir vom energetischen Gesichtspunkt erwar-
ten, wenn wir unsere Ansicht von der priméren
Bedeutung der Dichtewellen bei der Entstehung der
Radiostrahlung bestatigt sehen wollten.

1

Tg s
£
v 0 1 1
c == 7
w
-~
- -
>t -
E=-<
2 5KTo
N = 3me?

A

Abb. 5. Verhdltnis von transversaler zu longitudinaler
Geschwindigkeitsamplitude.

Geht die Erzeugung der Wellen mit etwa der
Plasmafrequenz auf dem steil verlaufenden Teil des
Entstehungsastes vor sich, so miissen sie spiter
lings des Ausbreitungsastes verlaufen, um als reine
elektromagnetische Transversalwellen in den Welten-
raum hinauszulaufen. Der untere Ast ist dabei also
so zu verstehen, daf} entsprechend der in der Iono-
sphirentheorie? iiblichen Interpretation der Disper-
sionsformeln des Plasmas a=w,/w sich bei fester
Frequenz @ (am Entstehungsort ~ w, entsprechend
der dort herrschenden Dichte V;) dadurch andert,
daf} die Wellen ein Gebiet abnehmender Dichte ~ w,2
durchlaufen, wobei der Brechungsindex langsam ge-
gen Eins geht. Um als gewchnliche elektromagneti-
sche Wellen in Erscheinung zu treten, miissen die
Wellen also ihre longitudinalen Anteile ,,abstrei-
fen“, was offenbar in der Umgebung von n =~ 0

7 Siehe etwa K. Rawer, Die Ionosphire, Groningen
1953, oder L. Bergmann u. H. Lassen, Lehrbuch
der drahtlosen Nachrichtentechnik, Bd. II, Berlin 1940.

8 Das Umspringen d:s Amplitudenverhiltnisses von +1
nach —1 bei n=0, a=1 geht bei Vorhandensein einer

R. W.LARENZ

geschieht. Eine solche stetige Anderung des Ver-
héltnisses von Transversal- zu Longitudinalanteil
ist aus der Wellentheorie des Plasmas im Magnet-
feld (Erdfeld) wohlbekannt?. Kritisch ist dabei stets
die Umgebung von n— 0, die fiir genauere Unter-
suchungen die Behandlung der Ausbreitung im in-
homogenen Medium wegen der veréinderlichen Dichte
N, erfordert, da n— 0 ja bedeutet, daB die Wellen-
lange sehr grofl wird, so daB} sich schlieBlich merk-
liche Dichtednderungen innerhalb einer Wellenlinge
ergeben 8.

In Abhéngigkeit von a nimmt das Verhiltnis von
transversaler zu longitudinaler Geschwindigkeits-
amplitude lidngs des oberen Astes auBerordentlich
schnell ab, wenn a von =~ 1 nach 0 geht. Dies liegt
daran, dal} wegen des schon erwihnten steilen Ver-
laufs der Dispersionsformel bei @ ~ 1 einer kleinen
Umgebung von a=1 ein grofer Wertebereich von n
zugeordnet ist. Bei wesentlicher Entfernung von
a=1 wird mit yn—1 auBlerdem die in Arbeit A
besprochene Amplitudenbegrenzung wirksam. Beide
Sachverhalte begiinstigen daher ein gegeniiber hohe-
ren Frequenzen stark bevorzugtes Auftreten der
Plasmafrequenz.

Aus dem steilen Verlauf der Dispersionskurve diirfen
nicht ohne weiteres irgendwelche Schliisse iiber die Gruppen-
geschwindigkeit von Wellenpaketen gezogen werden, da die-
sem Begriff, wie schon in A bemerkt, zumindest in der Form

vg—A dvy/dA in einer nichtlinearen Theorie keinerlei Bedeu-
tung zukommt.

§ 6. Der Strahlungsstrom

Wie man der letzten Schreibweise des Ausdrucks
(30) fiir den Strahlungsstrom entnimmt, ist S, pro-
portional dem Quadrat des Produktes aus Drift-
und Dichtestromungsgeschwindigkeit, wobei der Pro-
portionalitdtsfaktor n3/C?a? allerdings selbst noch
von v und vy, abhingt. Seien nun v und vy, irgend-
welche fest vorgegebenen Geschwindigkeiten, so hat
S, mit der Funktion n3/C?o? ein Maximum bei
einem zum , Entstehungsast® gehorigen Argument

n~ 2¢V3,

wie man mit Hilfe von (27), (31) und (32) leicht
findet, wenn man beriicksichtigt, daf} €2 und 7* ge-

Dimpfung infolge endlicher Leitfihigkeit des Plasmas in
einen stetigen Gang der Phasenlage des Amplitudenverhalt-
nisses iiber, wobei gleichzeitig der Realteil des nunmehr
komplexen Brechungsindex n nicht mehr auf Null absinkt.
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gen 1 sehr kleine Zahlen sind. An dieser wegen
e=v/c <1 sehr nahe bei n =0 gelegenen Stelle ist
die kinetische Energie der Longitudinalbewegung
noch um einen Faktor (¢n/C)2~3 groBer als die
der transversalen Wellenbewegung, und die Funk-
tion n3/C*a® hat hier den Wert ~ 2/3 /3 ¢. Bei
Vorgabe der Geschwindigkeiten v, und v existiert
also eine leicht angebbare obere Grenze fiir den
moglichen Strahlungsstrom.

Von den Longitudinalgeschwindigkeiten v, kon-
nen wir annehmen, dal sie von gleicher Groflen-
ordnung wie die Driftgeschwindigkeiten v sind. Bei
einer Reihe von intensiven kosmischen Radiostrah-
lungswellen und bei solaren Strahlungsausbriichen
hat man die Existenz von Stréomungsgeschwindig-
keiten von der GroBenordnung 1000 km/sec fest-
gestellt? 10, Das sind Werte von der GréBenordnung
der Elektronenschallgeschwindigkeit

ac=V5kTy/3m=nc

bei den fiir die strahlenden Objekte in Frage kom-
menden Elektronentemperaturen (1000 km/sec ent-
spricht 40 000° K). Obige Beobachtung deckt sich
also mit dem in Arbeit A gefundenen Ergebnis, dafl
mit wesentlicher Ladungstrennung zu rechnen ist,
wenn Stromungsgeschwindigkeiten auftreten, die mit
der Schallgeschwindigkeit vergleichbar sind, was dann
nach dem Mechanismus der vorliegenden Arbeit zu
Radiostrahlung fithren muf}. Wir werden also fiir Ab-

schatzungszwecke vy, =v =¢c=a, =1 c setzen.

Eine Priifung, welche Intensitidten unser Mecha-
nismus zu liefern imstande ist, werden wir nun nicht
bei dem oben erwahnten Maximum des Strahlungs-
stromes vornehmen, da der zugehorige Wert des
Brechungsindex so nahe bei Null liegt, dall er bei
vorhandener Diampfung moglicherweise gar nicht
erreicht werden kann. Vielmehr wahlen wir zu dem
eben vorgenommenen Ansatz ¢=17 den nach der
Dispersionsformel zu genau der Plasmafrequenz
(a=1) gehorigen Wert n=¢/n=1=C (Pseudo-
vakuumwelle, s. § 4). Damit erhidlt man fiir die
GroBenordnung des zu erwartenden Strahlungsstro-
mes nach (30) am Entstehungsort die einfachen
Ausdriicke

m vt 25 N
Sy ] % . 18 & (kTo)2.

18 mc (33)

9 Siehe etwa zusammenfassende Darstellung von H.
Siedentopf, Z. angew. Phys. 6, 376 [1954] oder F.
Hoylel.
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Einsetzen von v»=1000 km/sec fiihrt bei N,=10° (innere
Sonnenkorona, we=2 7100 MHz) zu S;=10"° W/cm? sec,
was etwa dem Strahlungsstrom eines 10 kW-Senders in 100 m
Abstand entspricht.

Die Radioastronomie gibt die Intensititen viel-
fach durch Aquivalenttemperaturen T4eq an, die un-
ter der Annahme berechnet werden, die strahlenden
Objekte verhielten sich innerhalb des beobachteten
Frequenzintervalls A» wie rein thermische schwarze
Strahler nach der im Radiofrequenzgebiet anwend-
baren Rayleigh-Jeansschen Strahlungsformel fiir po-
larisierte isotrope Emission

I= " kToqdv. (34)
C
Die die Flidcheneinheit senkrecht durchsetzende Kom-
ponente 7/ des gesamten die Fldche in der Zeit-
einheit passierenden Strahlungsflusses ist nun mit
unserem Strahlungsstrom zu vergleichen, wobei wir
fiir Av die ublichen Empfingerbandbreiten ( =~ 1 bis
20 MHz) und fir 27v die Plasmafrequenz
wom VEm &Ny

einzusetzen haben. Bis auf unwesentliche Zahlenfak-
toren ergibt sich daraus die Beziehung

k 5
e’CAv To? =Tasq (35)
oder zahlenmiflig mit 4» =20 MHz
108 T2 =Tseq (35a)

wobei das Gleichheitszeichen in (35) selbstverstind-
lich nur im Sinne eines ganz groben Grofenord-
nungsvergleichs zu verstehen ist.

Die beobachteten Aquivalenttemperaturen reichen
bis zu 10"®“K und mehr (solare Strahlungsaus-
briiche). Wie man an (35a) sieht, macht die Er-
klarung solcher T,.,-Werte und der damit verbun-
denen iberthermischen Radiostrahlungsintensititen
mit Hilfe unseres Mechanismus keinerlei Schwierig-
keiten und es braucht dabei nicht zu sehr hohen,
wenig plausiblen Elektronentemperaturen gegriffen
zu werden, wie sie in der Literatur teilweise als real
angesehen werden!!. Wir haben dabei zu Abschit-
zungen nach der (35) zugrunde liegenden Art noch
geniigend Reserven und Spielraum zur Verfiigung,
um alle moglichen Effekte in Rechnung zu stellen,
die zu kleineren oder groBeren Strahlungsstromen
fithren konnten, wie vy, vSa., nS1, 0> w,,

10 F, Hoyle, Nature, Lond. 172, 296 [1953].
11 Zum Beispiel: M. Ryle, Proc. Phys. Soc., Lond. (A)
62, 491 [1949] oder F. Hoyle, L c.10
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ferner Absorption oder die Tatsache, dall unsere
Abschitzung von der quasistationdren Betrachtung
des monochromatisch eingeschwungenen Plasmas mit
langen Wellenziigen ausgeht. Zum Beispiel ergibe
sich mit n <1 eine Steigerung des Strahlungsstro-
mes, die in der Gegend des zu Eingang des Para-
graphen erwihnten Maximums von n3/C? o einen
Faktor von der GréBenordnung ¢/2v ausmachen
wiirde.

§ 7. Erginzende Bemerkungen

Bei der Strahlungsstrom-Abschétzung im vorher-
gehenden Paragraphen haben wir Brechungsindex-
werte der Umgebung von 1 zugrunde gelegt. Wie
wir schon ausgefiihrt haben (§ 3), konnen dann die
Dichteschwankungen nur klein sein, wenn man nicht
mit der Lichtgeschwindigkeit vergleichbare Elektro-
nengeschwindigkeiten

c | c| N, |

v =L = =1
zulassen will. Da sich unter diesen Bedingungen
bereits vollig ausreichende Strahlungsstrome er-
gaben, um die beobachteten iiberthermischen Inten-
sititen zu erkldren, erscheint es aussichtsvoll, zur
Beschreibung von Entstehung und Verhalten allge-
meinerer elektromagnetischer Strahlungsfelder in
kosmischen Plasmen die magneto-hydrodynamischen
Gleichungen fiir ein kompressibles Medium heran-
zuziehen, die der Verfasser in einer vorangegan-
genen Arbeit!? unter Beriicksichtigung von Ladungs-
trennung und Dichteschwankungen kleineren Aus-
malfles abgeleitet hat, wobei nur zwei variable Grofen
in den Gleichungen auftreten. Eine solche allgemei-
nere Behandlung mag wiinschenswert erscheinen, da
die vorliegende Arbeit, wie schon bemerkt, nur den

or

Nach (29) und (13) gilt dann u’ ~

R. W. LARENZ

quasistationdr monochromatisch eingeschwungenen
Plasmazustand erfaBt.

Allerdings scheint der Zustand des monochroma-
tisch schwingenden Plasmas in der Natur wohl we-
gen der in § 5 erwihnten Bevorzugung der Plasma-
frequenz mit sehr groBer Naherung tatsichlich reali-
siert zu sein, wie man dies aus dem Aussehen des
Frequenzspektrums von Strahlungsausbriichen schlie-
Ben muf}. Die beobachteten Frequenzbandbreiten im
Meterwellenbereich betragen oft nur wenige Pro-
zent'® und sind damit etwa gleich derjenigen von
Fernsehsendern, so dall ein einzelner Wellenzug
schon einige 10 Wellenldngen umfassen muB.

Gelegentlich wird bei einem Strahlungsausbruch
auch die zweite Harmonische der Plasmafrequenz
beobachtet, wie erstmalig Wild und Mitarb. 13
mitgeteilt haben. Es muf} sich also um anharmoni-
sche Wellen handeln. Fiir groflere Dichteamplituden
ergibt aber unser Mechanismus ein solches anhar-
monisches Verhalten, wie wir bereits in der Arbeit A
erwihnten. (Siehe auch Abb. 3!) Damit sich groflere
Dichteamplituden quasistationér ausbilden koénnen,
mulf} die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v, einerseits
klein gegen die Lichtgeschwindigkeit, andererseits
aber auch grofler als die Elektronenschallgeschwin-
digkeit a.=1c sein, wie wir in A gezeigt haben.
Der Brechungsindex n ist also fiir groBe Dichte-
amplituden an die Bedingung 1 <n <1/ gebun-
den, so dall die Losungen der Differentialgleichun-
gen hier wesentlich im Bereich der speziellen Lo-
sung IT (§ 3) liegen. Wir werden daher die Fourier-
Koeffizienten von E, bzw. H, ~ u’ fiir diesen Lo-
sungsbereich berechnen, wobei wir der Einfachheit
halber den Druckeinflul vernachlédssigen, also

1<C ~ 2L 1/

und  w; > w, ~(yn)™

sowie €2 <1 und a ~ 1 voraussetzen.

W et Yoo =D, w Sl

mit w(&) nach (21) = (5—;) ~ arc sinl—:;;——_ll i Vw—1)2— (w—1)2 .

Es ist einfacher, die Fourier-Koeffizienten von «’ nicht unmittelbar zu bestimmen, sondern zunichst diejenigen von u” zu
berechnen und dann durch Integration auf u’ iiberzugehen. Schreiben wir

w1
- = — ——1=v.uAucos.u

2 w —
“w

12 R, W. Larenz, Z. Naturforschg. 10a, 761 [1955].

£, u’~SA“siny§,
L
w

3], P. Wild, J. D. Murray uu W. C. Rowe,
Nature, Lond. 172, 533 [1953].
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so sind die Integrale der Form

+a 2—w,

2

L ATSRNEE SN b O AN T
‘uA“—:[ (w—l)cosy,df—ﬂ|wl_1|/wcos,ul2+arcsm|w1_ll

- a w,
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w dw

el (N ES IR e
wy;—1

zu berechnen, die durch die Substitution w=1+asin y, | w;—1 [:a
p=1 g2
4 (—1) 2 Jsin ] ungerade
iibergehen in u A4, = . “ cosuy: (wacosy) \dy fir u
’ (—1) 2 cos J gerade.

0

Mit Hilfe von Entwicklung von (s::; (x @ =os ) nach Potenzen von a-cos y und Anwendung der trigonometrischen Additions-

theoreme lassen sich die Integrale leicht berechiien. Es ergibt sich fiir die ersten 4 Koeffizienten:

at at
A A
1192 36-256 T uas }’

A= a{l——

3 81 81
AT Y ™ O LN,
=g {1 16° T640% 5120 T }

Im Grenzfall
|w;—1|=a—1 [aber w; >>(yn)"]

© ™[],

erhalten wir fiir das Intensitatsverhaltnis der Har-
monischen

A2: 4> 4.2 : 42— 1:0,16:0,054: 0,025 .

Besonders die 2. Harmonische erscheint also schon
bei méfBigen Amplituden mit einer Intensitit, die
derjenigen der Grundwelle durchaus vergleichbar
ist'*. Bei Beriicksichtigung des Elektronendrucks
steigt der Harmonischenanteil noch etwas. Tatséch-
lich wird die 2. Harmonische oft mit groflerer In-
tensitat als die Grundwelle beobachtet, was darauf
zuriickzufithren ist, dall die Grundwelle (~ Plasma-
frequenz) bei ihrer weiteren Ausbreitung vom Ent-
stehungsort aus starker geddmpft wird als héhere
Frequenzen, was man im einzelnen bei Wild 13
nachlesen maoge.

Wir bemerken noch, daB fiir solche Wellen groBer Am-
plitude bei relativ kleiner Fortpflanzungsgeschwindigkeit
(n? > 1) die Wellenlingen am Entstehungsort natiirlich sehr
viel kleiner sein miissen als die Vakuumwellenlingen bei
der gleichen Frequenz.

Fiir die Anregung der Plasma-Schwingungen bzw. -Wellen

halten wir folgenden Mechanismus fiir moglich: Beim Fort-
schreiten einer Stofwelle im Plasma lauft der eigentlichen,

14 In der Umgebung von n=1 wiirde bei entsprechend
grofen Elektronengeschwindigkeiten 4,2 : 4,2~ 0,4 sein.

“ 3724 360 " f°

im wesentlichen aus der massereichen Ionenkomponente ge-
bildeten StoBfront eine negative Elektronenraumladung vor-
aus, wie wir dies in Arbeit A fiir die ,aperiodische Ionen-
schallwelle® gefunden haben, die man als adiabatisch re-
versiblen Grenzfall einer allgemeinen PlasmastoBwelle an-
sehen kann. Ubersteigt nun die StoBwellenfrontgeschwindig-
keit #
" - 5kT, 6
3(mi+me) 4/d—1

(d = Verdichtung, mj, ¢ = Ionen- bzw. Elektronenmasse)
die Elektronenschallgeschwindigkeit (ae2=5 kT,/3 me) vor
der StoBfront, so wird die fiir kleine Stogeschwindigkeiten
monotone, im Koordinatensystem der StoSwelle im statischen
Gleichgewicht befindliche Raumladungsverteilung vor der
Front nach unserer Vermutung instabil und gliedert sich
(durch ,,Aufschiebung®) in Verdichtungen und Verdiinnun-
gen, eben die Plasmaschwingungen auf.

Da die Plasmafrequenz offenbar eine bevorzugte Stellung
einnimmt, miissen wir annehmen, dal das Frequenzspektrum
einer Strahlungsquelle oder einer Gesamtheit von Quellen
mit statistischer Emission iiberthermischer Radiostrahlung
sich im wesentlichen aus den Beitrigen der Gebiete verschie-
dener Dichte zusammensetzt, da letztere ja die Plasma-
frequenz bestimmt. Das Spektrum kann daher je nach Auf-
bau der Strahlungsquelle und deren Aktivitdt in den einzel-
nen Gebieten ganz verschieden aussehen. Der allgemein
beobachtete Abfall nach hohen Frequenzen hin diirfte durch
einen mit der Dichte und daher mit der Frequenz anwach-
senden Dampfungseffekt bedingt sein, der etwa mit dem
Abfall des hydrodynamischen Turbulenzspektrums verglichen
werden kann.

Herrn Prof. G. Burkhardt danke ich fiir wertvolle
Diskussionen.



